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Das wesentlichste Merkmal zur Charakterisierung einer ebenen reellen Kurve 

ist ihre Ordnung, d. h. die grösste Zahl von (reellen) Punkten, welche die Kurve mit 
einer Geraden gemein haben kann. Seit dem Erscheinen der Abhandlung: „On 
the circuit of plane curves“ von Miss Angas Scott im Jahre 1902 r) ist es jedoch mehr 
und mehr anerkannt worden, dass das von ihr eingeführte Merkmal: der Index, 
nämlich die geringste Zahl von Punkten, welche eine Gerade mit der Kurve gemein 
haben kann, ein Merkmal von nicht viel geringerer Bedeutung ist. Es sind auch in 
den letzten Jahren mehrere darauf bezügliche Arbeiten erschienen, so von Hrn. 
P. Field* 2) und Hrn. J. v. Sz. Nagy3). Der letztere geht auch auf die naheliegende 
Erweiterung des Indexbegriffes auf die Raumkurven ein.

*) Transactions of the Amer. Mathem. Society Vol. 3. S. 388.
2) Math. Annalen, Bd. 67, S. 126 und Bd. 69, S. 218.
s) Math. Annalen, Bd. 77, S. 416.
4) Det Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, 7. Rk., Math. Naturv. Afd. I, 6. Auch kurz referiert 

im Jahresbericht d. D. M. V. 1907, Bd. 16, S. 196.
5) Inzwischen erschienen unter dem Titel: „Gewundene reelle Kurvenzüge beliebig hoher Ordnung 

ohne reelle Singularität“ in den Sitzungsbcz. der Kgl. Bayr. Akad. d. W. Math. phys. Klasse 1916, S. 201.

Januar 1917.

Die vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe alle auf einer Regelfläche zweiter 
Ordnung liegende Kurven n ter Ordnung vom Maximalindex n — 2 zu bestimmen. 
Man findet zwei Gattungen von solchen Kurven, die eine ohne, die andere mit Dop­
pelpunkten. Ferner werden die charakteristischen Zahlen der gefundenen Kurven 
bestimmt; diese sind Klasse, Rang und die Zahl der aus einem Raumpunkt 
gehenden Doppelsekanten. Es zeigt sich hier recht auffallend, dass diese Zahlen, 
die sich ja für die algebraischen Kurven leicht aus der genannten Arbeit von 
Miss Angas Scott herleiten lassen, von dem algebraischen Charakter der Kurven 
völlig unabhängig sind. Einen Theil dieser Zahlen habe ich schon im Jahr 1906 
in einer Arbeit: „Om Ikke-Analytiske Kurver“ gegeben, aber von einem anderen 
Gesichtspunkt aus4). Die übrigen Sätze der vorliegenden Arbeit habe ich Herbst 1914 
in dem Kopenhagener Mathematiker-Verein vorgetragen, aber bis jezt liegen lassen. 
Die Methoden sind überall rein geometrische; bei Kurven von der hier gemeinten 
Allgemeinheit ist kein anderer Weg offen.

Aus einer Note in den Nachrichten der K. Gesellsch. der Wissenschaften in 
Göttingen, welche August 1916 datiert ist, aber erst in 1917 mir in die Hände ge­
kommen ist, ersehe ich, dass Hr. Prof. H. Mohrmann eine Arbeit über denselben 
Gegenstand wie hier zu veröffentlichen gedenkt5). Ich habe mich daher entschlossen 
auch meine Untersuchung heraus zu geben, wobei ich hoffe, dass die beiden Publika­
tionen einander supplieren werden.
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§ 1. Allgemeine Sätze.
Eine ebene Elementarkurve ist eine reelle, stetige und geschlossene Kurve, die 

aus einer endlichen Zahl von Bögen zweiter Ordnung zusammengesezt ist. Ebenso 
ist eine gewundene Elementarkurve reel, stetig, geschlossen und aus einer end­
lichen Zahl von Bögen dritter Ordnung zusammengesetzt; diese Bögen nennen wir 
Elementarbögen. Wir setzen ferner voraus, dass die berührende Gerade und die 
oskulierende Ebene mit dem Berührungspunkt sich stetig ändert.

Die in dieser Arbeit betrachteten gewundenen Kurven n-ter Ordnung sollen 
den Maximalindex haben, d. h. sie sollen von jeder Ebene in n oder in n — 2 Punkten 
geschnitten werden, wobei immer nur reelle Punkte in Betracht kommen, und zu­
sammenfallende Punkte wie gewöhnlich gerechnet werden.

Jede gewundene Kurve dritter Ordnung hat den Maximalindex. Das Bild der 
Kurve fí3 auf eine Ebene aus einem Punkt P des Baumes (ausserhalb /?3) ist eine 
Kurve dritter Ordnung: Eine solche hat wie bekannt entweder drei Inflexionspunkte 
und dann keine Doppelpunkte oder Spitzen, oder auch nur einen Inflexionspunkt 
und dann entweder einen Doppelpunkt oder eine Spitze, das letztere nur, wenn 
durch P eine Tangente der Kurve geht. Das Bild aus einem Punkt der Kurve IV 
selbst ist zweiter Ordnung.

Das wesentliche in diesen Sätzen besteht im folgenden:
(1) Wenn ein Punkt P die Tangentenfläche der Kurve IV über­

schreitet (nicht in einem Punkt der Kurve selbst), dann und nur dann 
ändert sich die Zahl der durch P gehenden Doppelsekanten und 
oskulierenden Ebenen. Die Änderung ist für die Doppelsekanten -j-1 
oder —1 und gleichzeitig damit für die oskulierenden Ebenen —2 
oder -j-2.

Weil eine Baumkurve dritter Ordnung auch dritter Klasse ist, lässt sich das 
Dualitätsprincip anwenden, was keiner näheren Ausführung bedarf.

Wir gehen jetzt zu den allgemeinen Raumkurven IV vom Maximalindex über. 
Weil Rn als Elementarkurve vorausgesetzt ist, wird auch ihr Bild Cn auf eine Ebene rr 
eine Elementarkurve sein, und jeder Punkt M' von Cn ist, wenn kein innerer Punkt 
eines Elementarbogens, jedenfalls ein gemeinsamer Endpunkt zweier in M' zusam­
menstossenden Elementarbögen. Diese zwei Bögen berühren in M' eine und die-



5 281

selbe Gerade m'. Eine in 7r liegende und m' beliebig naheliegende Gerade die 
durch M' geht, wird desshalb höchstens zwei M' beliebig naheliegende Punkte mil 
Cn gemein haben. Wenn das aber der Fall ist, kann man ersichtlich eine nicht 
durch M' gehende und m' naheliegende Gerade finden, die mit Cn höchstens einen 
M’ naheliegende Punkt gemein hat. Jetzt sieht man leicht:

Eine osku lierende Ebene der Kurve kann nicht mehr denn drei (2) 
zusammen fallen de Punkte mit derselben gemein haben.

Nehmen wir nämlich an, die oskulierende Ebene fi hätte in M vier zusammen­
fallende Punkte mit Rn gemein; p. wurde dann ausserhalb M noch höchstens n — 4 
Punkte mit Rn gemein haben. Projiciert man nun Rn aus einem von M ver­
schiedenen Punkt von p auf eine Ebene tt, erhält man eine Kurve Cn, deren Tangente 
m' im Bilde M' von M ausserhalb M' höchstens n — 4 Punkt mit Cn gemein hat. 
Man kann aber dem oben gesagten zufolge immer eine m' naheliegende Gerade m' 
finden, welche höchstens einen M' naheliegenden Punkt mit Cn gemein hat, und 
die Gerade zu' würde also weniger als n— 2 Punkte mit Cn gemein haben, was 
unseren Voraussetzungen wiederspriclit.

Jetzt sieht man weiter:
Jeder Punkt ^unserer Raumkurve ist ein innerer Punkt e i n e s (3) 

Elementarbogens.
Legen wir nämlich mit M' als Centrum eine Kugelfläche, und nehmen wir 

an, dass der innerhalb der Kugelfläche liegende Bogen von Rn sei nicht dritter Ord­
nung. Dann lege man eine koncentrische Kugelfläche mit dem Radius r, und 
versuche, ob der durch dieselbe abgeschnittene Bogen dritter Ordnung sei, u. s. f. 
Nach einer endlichen Zahl von Versuchen muss man einen Bogen dritter Ordnung 
erhalten, weil sonst eine Ebene mehr als drei in M zusammenfallende Punkte mit 
R'1 gemein haben würde.

Der obige Satz (2) kann man auch so aussprechen :
Eine Raum kurve vom Maxi mal index kann keine hyperoskulie-(2*)  

rende Ebene haben.
Ferner hat man auch:
Eine Raum kurve vom Maxi ma lind ex kann keine do ppe Iber üb- (4) 

rende Ebene haben.
Hätte nämlich Rn eine doppelberührende Ebene a, dann würde das ebene 

Bild Cn von Rn aus einem Punkt von a eine Doppeltangente f haben, und man 
könnte in der Bildebene V naheliegende Gerade finden, welche höchstens/? — 4 Punkte 
mit Cn gemein haben würden.

Weil nun die Zahl der durch einen Punkt P gehenden Doppelsekanten von 
Rn sich infolge (4) nicht durch Überschreiten einer doppel umschriebenen Devel- 
lopablen, und infolge (2*)  die Zahl der durch P gehenden oskulierenden Ebenen 
sich nicht durch Überschreiten einer hyperoskulierenden Ebene ändern kann, folgt 
aus (3), dass die Aussagen im Satz (1) nach gültig bleiben, wenn man R durch 
Rn ersetzt.



282 6

Wir bemerken nach den folgenden kleinen Satz:
(5) Jede durch eine Tangente t von Rn gehende nicht o s k u 1 i e r e n d e 

Ebene schneidet ausserhalb des Berührungspunktes in n — 2 Punkt en.
Projiciert man nämlich die Kurve aus einem Punkte von t (nicht aus M), er­

hält das ebene Bild Cn eine Spitze im Spur T von t. Eine durch T gehende in 
der Bildebene liegende nicht mit der Tangente in T zusammenfallende Gerade in 
muss nun ausserhalb T immer n — 2 Punkte mit n gemein haben. Nicht mehr, 
weil die Kurve n-ter Ordnung ist, und nicht weniger, weil der Index n — 2 ist; 
man sieht dies sogleich durch Betrachtung von Nachbargeraden zu in.

Weil das ebene Bild der Kurve nicht zwei Spitzen haben kann, isL ein Cus- 
pidalpunkt auf der gewundenen Kurve nicht möglich; dagegen spricht nichts gegen 
das Auftreten von Doppelpunkten.

§ 2. Die zwei Gattungen von Kurven mit dem Maximalindex, 
die auf einer Regelfläche zweiter Ordnung liegen.

Eine Regelfläche zweiter Ordnung, oder wie wir im folgenden oft kurz sagen 
wollen, eine Regel fläche enthält zwei Systeme von Geraden, die wir als Erzeuger /’ 
und Erzeuger g bezeichnen wollen. Aus dem obigen Salz (4) folgt, dass ein Er­
zeuger f und ein Erzeuger g nicht beide die Kurve berühren können; dagegen ist 
es sehr wohl möglich, dass ein Erzeuger des einen Systems die Kurve be­
rühren kann.

Wir wollen nun erst den Fall in Betracht nehmen, dass überhaupt kein Er­
zeuger die Kurve Rn berührt. Zwei beliebige f — und ebenso zwei beliebige g — 
müssen dann dieselbe Zahl von Punkten mit der Kurve gemein haben, es möge 
jeder Erzeuger f p Punkte und jeder Erzeuger g q Punkte mit Rn gemein haben. 
Zwischen diesen Zahlen besteht die Relation:

(6) p -j- q = n.

Betrachtet man nämlich ein Erzeuger und ein Erzeuger gdie beide durch den­
selben Punkt M von Rn gehen, dann enthält die Ebene (/, gj die Tangente in M, und 
wird desshalb infolge Satz (5) äusser M nach n— 2 Punkte mit Rtl gemein haben. 
Eine Ebene, die durch zwei bzw. ft und g1 naheliegende Erzeuger geht, schneidet 
also Rn in n Punkten.

Man bemerke noch, dass wenn ein Erzeuger z. B. f die Kurve in den Punkten 
M2 . . . Mn schneidet, dann alle diese zusammengehörige Punkte in demselben 

Sinn auf der Kurve laufen müssen. Wenn nämlich in einem bestimmten Sinn 
laüft, muss auch z. B. M2 dies thun, weil sonst eine Ebene (f g) in speziellen Lagen 
mehr als n Punkte mit Rn gemein haben würde. Dass aber und M2 nicht 
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immer in entgegengesetzten Sinn laufen können, folgt daraus, dass Zusammenfall 
von M1 und M2 ausgeschlossen ist.

Wir wollen nun untersuchen, oh die hier betrachteten Kurven Doppelpunkte 
haben können. Hierzu gebrauchen wir den folgenden Hilfsatz:

Die Tangenten und t2 in einem Doppelpunkt 0 einer auf einer (7) 
Regel fläche liegenden gewundenen Kurve R vom Maximal index tren­
nen die zwei durch 0 gehenden Erzeuger der Fläche.

Projicierl man nämlich die Kurve auf eine Ebene aus einem Punkt P, welcher 
in der in O berührenden Ebene liegt, aber nicht in einer der Tangenten t1 und t2, 
dann gehen durch das Bild 0' von 0 zwei sich berührende Bögen d und /?' von Czl. 
Diese können nicht beide auf einer und derselben Seite der in 0' beide Bögen be­
rührenden Tangente /' liegen, denn dann würde man ersichtlich zwei durch P 
gehende und (OF) naheliegende Ebenen linden können, von welchen die eine die 
Kurve in vier Punkten mehr als die andere schneiden würde. Die Bögen d und 
ß' liegen also auf verschiedenen Seiten von t'. Aber t' ist das Bild eines Erzeugers fr 
und ebenso eines Erzeugers gt, welche das 0 naheliegende Stück der Fläche in 
zwei Gebiete zerlegt, von welche das eine — wenn t' horizontal gedacht wird — 
oberhalb (Of), das andere unterhalb (Of) liegt. Desshalb werden die 0 benach­
barten Theile der zwei durch 0 gehenden Kurvenbögen a und ß verschiedenen Ge­
bieten angehören, so dass t1 und t2 durch ft und gt getrennt sind.

Jetzt können wir sehen:
Eine auf einer Regel fläche liegende Rn, die von keinem Erzeuger (8) 

der Fläche berührt wird, hat keine Doppelpunkte.
Denken wir uns die Kurve Rn habe einen Doppelpunkt 0. Es muss dann 

erstens sowohl p wie q mindestens zwei sein. Durch einen Punkt M3, der in der 
Nähe von 0 auf einem der durch 0 gehenden Bögen « und ß z. B. auf a gewählt 
wird, gehen zwei Erzeuger f\ und g}. Diese schneiden den anderen Bogen ß bzw. 
in zwei Punkten N, und N2. Einer obigen Bemerkung zufolge laufen auf der 
Kurve und Nr und ebenso und N2 in demselben Sinn; also müssen auch 
Nr und N2 von 0 aus auf ß in demselben Sinn laufen, d. h. und N., müssen 
auf derselben Seite von 0 liegen. Aber konvergiert nun gegen 0, dann konver­
gieren die Gerade 0NL und 0N2 gegen die Kurvenlangenten und in 0, und 
man sieht, dass f1 und gv gegen Grenzstellungen konvergieren, die beide in einem 
und demselben durch t, und t2 bestimmten Winkelraum fallen. Das streitet aber 
gegen den vorigen Satz (7), so dass unsere Kurve keine Doppelpunkte haben kann.

Wir wollen nun die zweite Möglichkeit in Betracht ziehen, wo ein FSrzeuger 
der einen Art, sagen wir ein Erzeuger g}, die Kurve Rn berührt. Eine beliebige 
durch </1 gehende Ebene p schneidet noch in n—2 von dem Berührungspunkt ver­
schiedenen Punkten, und diese müssen auf der Geraden liegen, in der p die 
Fläche noch schneidet. Jeder Erzeuger f hat also in diesem Fall n — 2 Punkte mit 
der Kurve gemein. Desshalb muss jede durch f gehende Ebene p ausserhalb f ent­
weder keine oder auch zwei Punkte und N2 mit R'1 gemein haben. Diese
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Punkte sind gegenseitig eindeutig mit einander verbunden und laufen in entgegen­
gesetzten Sinn; das letztere folgt daraus, dass dies der Fall ist, wenn a in der Nähe 
der Rn berührenden Eherne (fgj ist. Weil desshalb N1 und N2 zwei Mal zuzam- 
menfallen müssen, hat man:

(9) Berührt ein Erzeuger g die Kurve Ra, dann giebt es zwei berüh­
rende Erzeuger g. Jeder Erzeuger / schneidet Rn in n— 2 Punkten, 
während ein Erzeuger f entweder zwei (getrennte oder zusammen­
fallende) Punkte oder auch keinen Punkt mit der Kurve gemein hat. 

Wir können nun beweisen, dass die Kurve Doppelpunkte haben muss. Durch 
einen beliebigen Punkt M der Kurve geht eine Gerade /, die noch in n — 3 Punkten 

N„ . . . M1-3 und eine Gerade g, die noch in einem Punkt P schneidet. Jedem 
Punkt der Kurve als ein Punkt N aufgefasst entsprechen also n — 3 Punkte P, als 
ein Punkt P aufgefasst auch n —3 Punkte N. Wenn wir nun wüssten, dass P 
immer in entgegengesetzten Sinn von N laüft, dann würden P und N 2 (n — 3) Mal 
zusammenfallen. Aber nach einer früheren Bemerkung laüft M in denselben Sinn 
wie alle Punkte N, und lässt man M in einem Berührungspunkt S mit einer Ge­
raden g seinen Lauf beginnen, sieht man M und P hier im entgegengesetzten Sinn 
laufen. Desshalb laufen alle Punkte N im entgegengesetzten Sinn von P. Weil 
nun jeder Doppelpunkt zweimal als Zusammenfallspunkt zu rechnen ist, hat man:

10) Jede auf einer Regelfläche liegende Kurve Rn, die von zwei Er­
zeugern der Fläche berührt wird, hat n — 3 Doppelpunkte.

Es giebt also zwei mögliche Gattungen von Kurven n-ter Ordnung mit dem 
Maximalindex auf einer Regeliläche zweiter Ordnung. Die eine, die Kurve erster 
Gattung hat keine Doppelpunkte, jeder Erzeuger des einen Systems schneidet die 
Kurve in p Punkten, jeder Erzeuger des zweiten Systems in q Punkten, wo p q = n. 
Ob nun p und q alle mit dieser Bedingung vereinbare Werthe annehmen kann, bleibt 
bis weiter dahingestellt. Eine Kurve der zweiten Gattung hat n —3 Doppelpunkte; 
jeder Erzeuger des einen Systems schneidet dieselbe in n — 2 Punkten, jeder Er­
zeuger des anderen Systems in zwei Punkten, oder auch schneidet sie nicht.

§ 3. Die Projektionen der Kurven«
Wir wollen nun die Projektionen der von uns betrachteten Kurven auf eine 

Ebene " bestimmen, und nehmen erst die Kurven erster Gattung. Den Augen­
punkt P wählen wir auf der Regeliläche, aber ausserhalb der Kurve. Sind F und G 
die Spuren der durch P gehenden Erzeuger f und g, wird die Projektion eine 
ebene Cn, F ein p-facher, G ein ç-facher Punkt derselben. Sämtliche Tangenten 
in F sowie in G sind getrennt. Weder durch F noch durch G gehen Tangenten, 
welche bzw. ausserhalb F und G berühren. Lassen wir einen Punkt einen Theil 
der Kurve durchlaufen von F aus, bis er wieder in F gelangt, nennen wir den 
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durchlaufenen Teil einen von F ausgehenden Pseudo zweig der Kurve. Die 
zwei Tangenten derselben in F sind getrennt, indem die Kurve sich sonst in ge­
trennte Zweige auflöst, was wir aus lassen. Der Pseudozweig hat in F einen 
Winkelpunkt; von diesen giebt es drei Arten, die ich als Winkelpunkte erster, 
zweiter oder dritter Art bezeichne (siehe Fig. 1, 2 und 3). Ist / eine durch einen 
Winkelpunkt 0 gehende Gerade der Art, dass eine l beliebig naheliegende Gerade 
den Zweig in zwei 0 naheliegenden Punkten schneiden kann, dann nennt man l 
eine uneigentliche Tangente des Zweiges; l schneidet in diesem Fall den Zweig in 
zwei in 0 zusammenfallenden Punkten. Eine durch einen Winkelpunkt gehende 
Gerade, die keine uneigentliche Tangente ist, schneidet den Zweig nur einmal in 0.

Es sei nun <p ein von F ausgehender Pseudozweig, der nicht durch G geht. 
Dieser Zweig hat ausserhalb F keinen Punkt mit der Geraden FG gemein, und F 
muss als ein einfacher Schnittpunkt mit dieser Geraden gerechnet wei den ; GF kann 
nämlich keine durch G gehende uneigentliche Tangente sein, denn an ø gehen jeden­
falls aus G keine andere eigentliche oder uneigenlliche Tangente als möglicher­
weise GF, aber die letztere kann aueh nicht Tangente sein, weil die Zahl der aus 
einem Punkt an eine Kurve ohne Spitzen gehenden eigentlichen und uneigentlichen 
Tangenten immer paar sein muss. Die Kurve ist also unpaar. Indem wir bis 
weiter p>q voraussetzen, giebt es sicher solche unpaare Zweige y>.

Betrachten wir jetzt einen von F ausgehenden Pseudozweig der durch G 
geht. Wenn dies der Fall ist, kann man wieder von G aus ÿ in Pseudozweige 
zerlegen. Von diesen wird einer und nur einer durch F gehen, weil F ein ein­
facher Punkt von ÿ ist; die übrigen . müssen aber unpaar sein, was man
ganz so sieht, wie bei den oben genannten Zweigen y?. Ein Zweig ç> und ein Zweig 
die weder in F noch in G Punkte mit einander gemein haben, müssen desshalb 
einander ausserhalb F und G schneiden. Das ist aber unmöglich, denn die Kurve Cn 
hat ausserhalb F und G keine Doppelpunkte. Ein von F ausgehender und G ent­
haltender Pseudozweig <[> hat also in G keinen mehrfachen Punkt. Weil ferner 
GF keine aus G an gehende uneigentliche Tangente sein kann — was man wieder 
ganz wie oben sieht — muss auch F ein einfacher Schnittpunkt von ÿ mit der 
Geraden FG sein, so dass ÿ also eine paare Kurve ist. Runden wir jetzt den Win-
kelpunkt F ab, so wie es in Fig. 1, 2, 3 
durch punktierte Bögen hinreichend deut­
lich angegeben ist, erhält man aus eine 
auch als Tangenlengebilde stetige paare 
Kurve ohne Doppelpunkte, Spitzen und 
Doppeltangenten; dass durch die Abrun­
dung keine neue Doppeltangenten auftreten, 
folgt daraus, dass durch F keine Tangenten an ÿ gehen. Eine solche wie gesagt paare 
Kurve muss aber, wie ich früher angegeben habe, eine Kurve zweiter Ordnung sein 1).

Fig. 3.

Siehe: Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven. Det Kgl. Danske Vidensk. Selsk. 
Skrifter, naturv. og math. Afd., XI, 2, 1914, S. 22.

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., naturvidensk. og mathem. Afd., 8. Kække, II. 5 38
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Nach Aufhebung der Abrundung bleibt der Zweig immer zweiter Ordnung, erhält 
aber einen Winkelpunkt in F.

Betrachten wir jetzt zwei von F ausgehende G enthaltende Pseudozweige <J'i1 
Paare von Tangenten in F an diese Zweige werden einander 

entweder trennen oder nicht trennen. Runden wir nun die in 
F auftretenden Winkelpunkte von und <f>2 ab, dann er­
halten wir im erstgenannten Falle zwei Kurven, die in F — 
sowie selbstverständlich auch in G — einen einfachen Punkt 
mit einander gemein haben. Zwei Kurven zweiter Ordnung, 
die einander in zwei Punkten schneiden, haben aber immer 
auch zwei Tangenten mit einander gemein, und diese können 
nicht wieder verschwinden, wenn die Abrundung aufgehoben 
wird, weil, wie ich wiederhole, durch F keine ausserhalb F 
berührende Tangenten an oder gehen. Desshalb kön­
nen zwei Kurven ÿ nicht vorhanden sein, denn die Kurve C11 
hat keine Doppeltangenten.

Wenn im zweiten Fall die zwei Paare von Tangenten in 
F einander (rennen, dann kann man die Abrundungen in F 

und d’2 nach der Abrundung keinen Punkt in unmittelbarer
Nähe an F mit einander gemein haben. Sie schneiden ober einander in G, und 
müssen demnach mindestens noch einen Schnittpunkt haben. Das ist aber auch 
unmöglich, denn Cn hat äusser F und G keine mehrfache Punkte.

Wir haben also bewiesen, dass nur ein von F ausgehender Pseudozweig durch 
G gehen kann, und dass dieser Zweig zweiter Ordnung ist.

Bei alledem haben wir freilich vorausgesetzt, dass p>q. Wir haben diese 
Voraussetzung nur dazu benutzt, um das Vorhandensein von Pseudozweigen <p zu 
sichern, die von F ausgeben ohne durch G zu gehen. Wenn das aber nicht der 
Fall ist, dann wird, eben weil p = q, jeder von F ausgehender und G enthaltender 
Pseudozweig nur einmal durch G gehen, und dann bleibt alles wie vorhin, aus 
dem hervorgebt, dass in diesem Fall p = q == 1. Wenn wir also den triviellen Fall 
p = q = l auslassen, dann ist p = q unmöglich.

Wir haben also endlich gefunden:
11) Eine auf einer Regel fläche liegende Kurve n-ter Ordnung vom 

Maximalindex und ohne Doppelpunkte schneidet jeden Erzeuger des 
einen Systems in n — 1 Punkten und jeden Erzeuger des zweiten Sy­
stems in einem Punkt.

Nehmen wir nun das Projektionscentrum P auf der Kurve selbst; die Projek­
tion Cn 1 ist dann eine Kurve (n —l)ter Ordnung, die in F einen (n—2) fachen 
Punkt hat. Die von F ausgehenden Pseudozweige, sind theils n — 3 unpaare, theils 
ein paarer, welche durch den Spur P, der in P berührenden Tangente geht. Weil 
nämlich aus Pl keine Tangente an Cn 1 geht, kann man in den obigen Schlüssen 
G einfach mit Pi ersetzen. Dass der paare Zweig zweiter Ordnung ist, haben wir 
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schon gesehen. Aber es ist wesentlich noch hinzu zu fügen, dass jeder unpaarer 
Zweig dritter Ordnung ist. Hätte nämlich eine derselben 4 Punkte mit einer Ge­
raden gemein, dann würde diese mit der ganzen Kurve Cn 1 wenigstens 4-l-n — 4 = n 
Punkte gemein haben. Man hat also:

Di e Projektion einer auf einer Regelfläche liegenden Kurve zz-ter (12) 
Ordnung vom Maxi in a 1 i de x und oh n e D o ppelpu n kte aus e ine in P u n kt 
der Kurve hat in einem Punkt F einen (zi— 2) fachen Punkt und kann 
in (zz — 3) von F ausgehende Pseudozweige dritter Ordnung und einen 
Pseudozweig zweiter Ordnung zerlegt werden.

Wir gehen nun zu den Kurven Rn mit Doppelpunkten über. Hier ist die Sache 
insofern wesentlich einfacher, als wir in diesem Fall im Voraus wissen, dass alle 
Erzeuger des einen Systems, sagen wir alle Erzeuger f die Kurve in n—2 Punkten 
schneiden, während ein Erzeuger g entweder keinen, oder auch zwei Punkte mit P'1 
gemein hat. Wir wollen die Projektion Cn_1 der Kurve aus einem Punkt P der Kurve 
selbst untersuchen. Dieselbe hat in der Spur F des durch P gehenden Erzeugers 

einen (zz — 3) fachen Punkt, und geht sowohl durch die Spur G des durch P 
gehenden Erzeugers G, sowie auch durch die Spur P1 der in P berührenden Tan­
gente. Indem wir nun wie früher C'1-1 in Pseudozweige zerlegen, die von F aus­
gehen, wird von diesen ein Pseudozweig durch G und ebenso ein durch Pl gehen. 
Wir können aber zeigen, dass diese zwei zusammenfallen müssen. Aus G geht 
nämlich, weil kein /’die Kurve berührt, keine andere eigentliche Tangenten an Cn 1 
als die zwei zusammenfallenden, die in G berühren. Weil nun jedenfalls die Zahl 
der aus einen Punkt gehenden (eigentlichen und uneigentlichen) Tangenten paar sein 
muss, kann die Gerade GF keine uneigentliche Tangente in F sein, d. h. es soll F 
als Schnittpunkt der Geraden GF mit einer beliebigen der genannten Pseudozweige 
als ein einfacher Schnittpunkt gerechnet werden. 
Die Punkte F, G und P, liegen in einer Geraden. 
Wenn nun der durch G gehende Pseudozweig 
nicht durch P1 gehen würde, dann wäre ç?1 paar 
und alle übrigen Pseudozweige unpaar. Wenn also 
(f>t nicht durch PA geht, wird eine durch Px gehende 
und F naheliegende Gerade in zwei Punkten, 
den durch PY gehenden unpaaren Pseudozweig in 
mindestens drei Punkten und die übrigen in min­
destens n — 5 Punkten schneiden. Das ist aber un­
möglich, weil Cn_1 (zz— 1) ter Ordnung ist. Der 
Zweig geht also durch beide Punkte G und P1 
und muss auch unpaar sein. Cn~ 1 lässt sich also 
in n — 3 unpaare von F ausgehenden Pseudozw’eige 
zerlegen, und alle diese müssen dritter Ordnung sein;
eine Gerade, die vier Punkte mit einem der Zweige gemein hätte, würde nämlich 
4 n —4 = n Punkte mit C"1 gemein haben. Aber wir sehen nochmehr, dass der 

38
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durch G und P± gehende Pseudozweig einen Doppelpunkt haben muss. Aus einem 
beliebigen Punkt M einer Kurve dritter Ordnung y> gehen nämlich, wenn keine 
Winkelpunkte oder Doppelpunkte vorhanden sind, immer zwei Tangenten an 
welche (wenn M kein Inflexionspunkt ist) ausserhalb M berühren. Hier hat die 
Kurve freilich einen Winkelpunkt F, aber MF ist nur einmal als uneigentliche 
Tangente zu rechnen. Weil nun aus G keine ausserhalb G berührende Tangente 
an gebt, muss diese einen Doppelpunkt haben, und G auf dem zugehörigen 
Oval liegen. Aber dann muss auch Px auf dem Oval liegen, weil F jedenfalls dem 
Oval nicht angehören kann. Kein anderer Zweig als kann einen Doppelpunkt 
haben denn die Verbindungssgraden zweier solchen würde 4-|-2 -|- n — 5 = n -j- 1 
Punkte mit Cn 1 gemein haben.

Wir haben also bewiesen:
(13) Die Projektion einer auf einer Regelfläche liegenden Kurve 

n -1 e r Ordnung vom Maximalindex und m i t D o p p e 1 p u n k t e n aus einem 
Punkt der Kurve hat einen n — 3 fa ch en Pun kt F u n d lässt sich in n — 3 
von F ausgehende Pseudozweige dritter Ordnung zerlegen, von 
welchen ein und nur ein einen Doppelpunkt hat.

§ 4. Die charakteristischen Zahlen der Kurven.
Die charakteristischen Zahlen einer Elementarkurve sind dieselben, die man 

die Plückerschen Zahlen der algebraischen Kurven nennt, wenn man nur reelle 
Elemente in Betracht zieht. Die Klasse n' ist also die grösste Zahl der 
durch einen Punkt des Raumes gehenden oskulierenden Ebenen; ebenso sind Ord­
nung n, Rang r und h zu definieren; h ist die grösste Zahl der durch einen Punkt 
des Raumes gehenden Doppelsekanten. Zugleich werde ich im folgenden angeben, 
welche Werthe kleiner als den Maximalwerth die angegebenen Zahlen annehmen 
können. Die Zahlen lassen sich für die algebraischen Kurven einfach aus der in 
der Einleitung genannten Abhandlung von Miss Angas Scott ableiten; es zeigt sich 
aber sehr hübsch, dass ihre Bestimmung von dem algebraischen Charakter der 
Fläche gänzlich unabhängig ist.

Wir wollen zuerst die Zahl der durch einen Punkt P gehenden Doppelsekanten 
finden, und müssen uns demnach erst klar machen, wo und wie sieh diese Zahl mit 
der Lage von P ändert. Hier wo keine doppel umgeschriebene Devellopable und 
keine hyperoskulierende (stationäre) Ebene vorhanden ist, kann die Zahl sich nur 
ändern, wenn P die Tangentenfläche der Kurve entweder in einem allgemeinen 
Punkt oder in einem Punkt M der Kurve Rn überschreitet. Die Tangente in Af 
nennen wir m. Durch Überschreiten der Tangentfläche in einem nicht in R'1 lie­
genden Punkt, wird eine durch P gehende Doppelsekante gewonnen oder verloren, 
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wie wir früher in § 1 gesehen haben. Lassen wir nun P die Kurve in einem 
Punkt M überschreiten, indem P sich z. B. einer Geraden / entlang fortbewegt. 
Jene Doppelsekanten, deren Schnittpunkte mit der Kurve beide in endlicher Ent­
fernung von M liegen, werden hierdurch nicht gestört. Aber jene Doppelsekanten, 
von deren Schnittpunkten mit Rn der eine gleichzeitig mit P nach M konvergiert, 
werden nach jenen Geraden konvergieren, die M mit den von M verschiedenen Schnitt­
punkten der Kurve mit der Ebene (Im) verbinden. Ebenso viele Doppelsekanten 
trennen sich aus, wenn P einer Geraden l entlang sich, in dem einen oder in dem 
anderen Sinn, von M entfernt. Ersetzt man l durch die Tangente m, hat man die 
Ebene (Im) durch die in M oskulierende Ebene zu ersetzen.

Denken wir uns nun P auf der Kurve Rn liegend, und betrachten wir erst 
die Kurve ohne Doppelpunkte. Durch P geht dann eine (n— 2) fache Doppel­
sekante und keine andere Doppelsekanten. Geht nun P von der Kurve aus einer 
Tangente in entlang, trennen sich (n— 2) (n— 3) Doppelsekanten aus; aber dazu 
kommen noch n — 3 neue Doppelsekanten, weil die in M oskulierende Ebene aus­
serhalb M noch n — 3 Punkte mit Rri gemein hat. Man erhält so, wenn man die 
durch P gehende Tangente m nicht mitrechnet, | (n — 2) (zi — 3) -j- n — 3 =

(n - 3)

Doppeltangenien aus einem Punkt der Tangentenllächc. Weil P dem früheren zu­
folge aus einem beliebigen Punkt des Raumes zur Tangentenfläche gelangen kann, 
oder dass dabei sich die Zahl der durch P gehenden Doppelsekanten ändert, hat 
man also:

Aus einem beliebigen Punkt des Raumes gehen an eine Rn ohne (14) 
Doppelpunkte entweder | zi (n — 3) oder auch I n (n — 3) -j- 1 Doppel- 
sekan ten.

Betrachten wir nun die Kurve RH mit Doppelpunkten. Hier ist der einzige 
Unterschied vom obigen der, dass man den zi — 2 fachen Erzeuger durch einen 
71—3 fachen zu ersetzen hat. Man erhält so | (n — 3) (n — 4) —j- — 3 =

I (ii — 3) (zi — 2)
Doppelsekanten, die durch einen allgemeinen Punkt der Tangentenfläche gehen.
Also hat man:

Aus einem beliebigen Punkt des Raumes gehen an eine Rn mit (15) 
Doppelpunkten entweder |(zi — 2 ) ( n — 3) oder a u c h ¡ ( n — 2 ) ( zi — 3 ) —f— 1 
Doppelsekanten.

Die Projektion der Kurve Ra hat also dieselbe Zahl von Doppelpunkten, 
gleichviel, ob Rn im Raume Doppelpunkte hat oder nicht.

Wir wollen nun die Zahl ë der durch einen Punkt P gehenden Oskulationsebenen 
bestimmen. Aus dem in § 1 gesagten folgt, dass eine Änderung in der Zahl ë nur 
durch Überschreiten der Tangentenfläche ausserhalb der Kurve stattfinden kann. 
Betrachten wir nun erst die Kurve ohne Doppelpunkte. Die Projektion derselben 
aus einem Punkt der Kurve haben wir früher in n — 3 von einem Punkt F aus­
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gehende Pseudozweige dritter Ordnung und einen Pseudozweig zweiter Ordnung zer­
legt. Alle diese haben in F einen Winkelpunkt. Es giebt aber, wie schon oben be­
merkt, drei Arten von Winkelpunkten. Rundet man dieselben ab, so wie es in 
Fig. 1, 2, 3 (S. 9) durch punktierte Bögen angedeutet ist, so enstehen in der Nähe 
von F zwei Inflexionspunkte, wenn der Winkelpunkt erster Art ist, einen, wenn der 
Winkelpunkt zweiter, aber keinen, wenn dieser dritter Art ist. Weil nun eine stetige 
und geschlossene Elementarkurve dritter Ordnung ohne Doppelpunkte und Winkel­
punkte immer drei Inflexionspunkte hat, wird eine Kurve dritter Ordnung mit einem 
Winkelpunkt erster, zweiter oder dritter Art bzw. einen, zwei oder drei Inflexions­
punkte haben. Ferner sieht man, dass aus F an die Kurve dritter Ordnung ent­
weder keine, eine oder zwei ausserhalb F berührende Tangenten gehen, jenachdem 
F ein Winkelpunkt erster, zweiter oder dritter Art ist.

Man sieht nun, dass in unserem Fall der Punkt F ein Winkelpunkt erster Art 
auf jedem Pseudozweig sein muss, denn aus F gehen keine Tangenten an Cn_1 und 
also auch keine an einen Zweig von Cn_1. Weil der Zweig zweiter Ordnung keinen 
Inflexionspunkt haben kann, wird Cn_1 also n — 3 Inflexionspunkte haben. Aus 
einem Punkt M der Raumkurve R11 gehen also n — 3 ausserhalb M berührende osku­
lierende Ebenen. Wenn nun ein Punkt P sich von M aus auf der in M berüh­
renden Geraden m bewegt, treten im ersten Augenblick eine neue Oskulations- 
ebene hervor; man sieht dies sogleich, wenn man durch m eine R'1 nicht oskulie- 
rende Ebene p. liegt, denn der Schnitt von // mit der Tangentenfläche der Kurve 
hat in M einen Inflexionspunkt. Aus jedem allgemeinen Punkt P der Tangenten­
fläche gehen desshalb, wenn die m enthaltende oskulierende Ebene nicht mit­
gerechnet wird, n—2 oskulierende Ebenen. Weil man nun aus jedem Punkte des 
Raumes an die Tangentenfläche ohne Änderung von e' gelangen kann, ist e' überall 
entweder n oder n — 2.

Dasselbe Resultat erhält man auch, wenn Rn Doppelpunkte hat. Der Unter­
schied ist nur der, dass hier die Projektion der Kurve aus einem Punkt derselben, 
sich in n — 3 von F ausgehenden Pseudozweige zerlegt. Von diesen hat der eine 
einen Doppelpunkt und einen Winkelpunkt F aus dem zwei ausserhalb F berüh­
rende Tangenten gehen. Es hat dann einen Inflexionspunkt, und die übrigen 
auch je einen, was man ganz wie im ersten Fall sieht. Man hat also:

(16) A u s e i n e m Punkt d e s R a u in e s gehen an d i e K u r v e entweder n oder 
n — 2 oskulierende Ebenen, gleichviel ob die Kurve Doppelpunkte 
ha t oder nicht.

Endlich wollen wir die Zahl r der Kurventangenten finden, welche eine Ge­
rade l des Raumes schneiden, und betrachten die Kurve ohne Doppelpunkte:

Erstens nehmen wir an, dass l durch einen Punkt M der Kurve 
geht. Die Projektion C11 1 derselben aus M auf eine Ebene tt kennen wir, und es 
kommt darauf an die Klasse von Cn_1 zu bestimmen. Wenn aber ein Punkt Q 
sich in 7T bewegt, kann die Zahl der durch P gehenden Tangenten sich nur dann 
ändern, wenn () entweder Cn_1 oder eine Wendetangente derselben überschreitet. 
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Aus einem Punkt im Inneren des paaren Pseudozweiges gehen keine Tangenten 
an Cn_1 — eine solche würde 2 -j- 3 -f- n — 5 = n Punkte mit Cn—1 gemein haben. 
Verbindet man Q1 mil einem beliebigen Q von tt durch eine Gerade p, schneidet 
diese die Kurve in n — 1 Punkten und die Wendetangenten derselben in n — 3 
Punkten. Wenn Q der Geraden / entlang von Q1 ausgeht und wieder zu Q, zurück­
kommt, mögen x Mal zwei durch Q gehende Tangenten gewonnen und y Mal zwei 
verloren werden. Man hat dann

x — y = 0, X + y = 2 n — 4,

also x = y = n— 2. Die grösste Zahl den r durch Q gehenden Tangenten erhalt man, 
wenn die x Schnitpunkle auf einander folgen; man hat also r<2n — 4. Aber dieses 
Maximum kann auch erreicht werden. Den Punkt Q1 innerhalb des paaren Zweiges 
können wir nämlich so nahe an F wählen, dass es einen Sinn hat zu sagen, dass Qx 
auf der konvexen oder auf der nicht konvexen Seile eines durch F gehenden Kurven­
bogens liegt. Durch einen Punkt in der Nähe eines Kurvenbogens auf dessen kon­
vexen Seite gehen zwei Tangenten an den Bogen, sonst keine. Durch Q} gehen nun 
keine Tangenten an Cn_1, und Q1 muss deshalb auf der nicht konvexen Seite jedes 
durch F gehenden Bogens liegen. Der zu Qx in Beziehung zu F symmetrische Punkt 
02 liegt desshalb auf der konvexen Seile der Bögen, und durch Q., gehen demnach 
2n — 4 Tangenten an Cn_1. Drehen wir die Gerade Q2F einen kleinen Winkel um 
Q> in Z2, dann wird ein Punkt P, indem er die Gerade l2 durchläuft, jeden durch 
F gehenden Bogen einmal schneiden, und man sieht, dass durch P 2, 4, 6 ... 2/7 — 4 
Tangenten an C'1-1 gehen, jenachdem P einen, zwei . . . oder auch n— 2 Kurvenbögen 
überschritten hat. Indem wir die Gerade Q2M einen kleinen passend gewählten 
Winkel um Q., drehen, sieht man, dass es Gerade des Raumes giebt, die von 2, 4 .. . 2n—2 
Kurvenlangenten geschnitten werden.

Zweitens betrachten wir eine in einer o s k u 1 i e r e n d e n Ebene p 
liegende Gerade l. Diese möge die in p liegende und in M berührende Tan­
gente in einem Punkt N schneiden. Die Ebene p schneidet Rn äusser in M noch 
in n — 3 anderen Punkten M2 . . . Mn_s, und durch N gehen infolge (16) äusser 
p nach 77 — 3 oskulierende Ebenen pip2.. . pn-%. Wir drehen jetzt in p eine Ge­
rade l um N. Die Zahl der l schneidenden Tangenten kann sich nur ändern, 
wenn l entweder eine der Geraden NMr oder eine der Geraden (/z/zr) überschreitet, 
und zwar werden hierdurch entweder zwei schneidende Tangente gewonnen oder 
verloren. Indem l sich 360° um N dreht, mögen an x Stellen zwei schneidende 
Tangenten gewonnen und an y Stellen verloren werden. Man hat dann

x — y = 0, x y — 2n — 6,

also x = n — 3. Weil nun die Projektion von Rn aus N eine Spitze im Bilde von 
M haben wird, sieht man, dass eine in p liegende Gerade äusser l höchstens 
2 (n — 3)-j-2 Tangenten der Kurve schneiden kann.

Es sei endlich l eine beliebige Gerade des Raumes. Durch l lege man eine 
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feste Ebene 2, in I wähle man einen festen Punkt N. Drehen wir eine Gerade l 
in À um N, kann die die Zahl der l schneidenden Tangenten sich nur dann 
ändern, wenn l entweder ein Verbindungsgrade von N mit einem Schnittpunkt 
von Rn mit x, oder wenn sie eine durch N gehende oskulierende Ebene über­
schreitet. In jedem diesen Fällen geht aber dem obigen zufolge die genannte 
Zahl entweder von 2n — 4 zu 2n — 2 — oder umgekehrt — oder auch sind die 
Zahlen kleiner. Hieraus folgt, dass keine Gerade l des Raumes mehr denn 
2/1—2 Tangenten der Kurve schneidet.

Die Kurve mit Doppelpunkten lässt sich mit geringfügigen Änderungen ganz 
ebenso behandeln. Man muss nur den oben mit Q bezeichneten Punkt, der dort 
innerhalb des paaren Zweiges gewählt war, hier innerhalb des Ovales eines von F 
ausgehenden unpaaren Zweiges wählen.

Man hat also:
(17) Eine Gerade des Raumes schneidet höchstens 2n — 2 Tangenten 

der Kurve; es giebt aber Gerade, welche von 0, 2, 4, 6 ... 2n — 2 Kurven- 
tangen ten geschnitten werden.

Die zwei ganz verschiedenen Gattungen von Kurven n-ter Ordnung vom 
Maximalindex auf einer Regeliläche zweiter Ordnung haben also dieselbe Klasse und 
denselben Rang.

§ 5, Die Existenz der Kurven.
In § 2 haben wir die zwei möglichen Gattungen von Kurven n-ter Ordnung 

vom Maximalindex angegeben, die auf einer Regelfläche zweiter Ordnung liegen 
können. Aber wir mangeln nach die umgekehrten Sätze darzuthun, nämlich:

(18) Jede auf einer Regelfläche zweiter Ordnung liegende Kurve 
n-ter Ordnung, die von jedem Erzeuger /den einen Systems in n — 1 
Punkten geschnitten wird, ist vom Maximalindex
und

(19) Jede auf einer Regelfläche zweiter Ordnung liegende Kurve n-ler 
Ordnung, die von jedem E r z e u g e r f d e s einen Systems in zi — 2 Punkten, 
und von jedem Erzeuger des anderen Systems entweder in zwei 
Punkten oder auch in keinem Punkt geschnitten wird, hat den Maxi- 
m a 1 i n d e X.

Man hat um diese Sätze zu beweisen nur zu zeigen, dass zwei Tangenten 
mit getrennten Berührungspunkten einanden nicht schneiden können, und dass die 
Kurve keine hyperoskulierende Ebene haben kann.

Betrachten wir erst eine Kurve Rn der ersten Gattung und bilden wir die 
Projektion Cn_1 derselben aus einem Punkt P der Kurve. Diese hat in dem oft 
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früher genannten Punkt F einen n — l-fachen Punkt und geht einmal durch die 
Spur I\ der in P berührenden Geraden. Aus dem auf der Geraden FPT liegenden 
Punkt G gehen keine Tangente an C21“1, desshalb wird die Gerade GF keine un­
eigentliche Tangente an irgend eine der von F ausgehenden Pseudozweige sein. 
Aus den Entwickelungen in § 3 folgt dann, dass alle diese Pseudozweige unpaar 
und zwar dritter Ordnung sind mit Ausnahme des einen, durch PY gehenden. Dieser 
letztere muss zweiter Ordnung sein, und aus P1 kann keine Tangente an Cn_1 gehen, 
weil eine solche mehr denn n— 1 Punkte mit Cn 1 gemein haben würde. Die Tan­
gente in P kann also keine andere nicht in P berührende schneiden. Ferner kann 
P, kein Inflexionspunkt sein, weil dieser Punkt auf einem Pseudozweig zweiter 
Ordnung liegt; es kann desshalb in P keine hyperoskulierende Ebene berühren.

Die Kurve Rn der zweiten Gattung lässt sich ganz ebenso behandeln, denn 
die Bestimmung der Projektion Cn_1 derselben aus einem Punkt P der Kurve wurde 
in § 3 ganz unabhängig von einer Voraussetzung über den Index geführt. Dess­
halb liegt die Spur P} der Tangente in P auf einem Oval eines Pseudozweiges dritter 
Ordnung und aus P} kann keine Tungente an Cn_1 gehen, weil eine solche mehr 
denn n — 1 Punkte mit Cn_1 gemein haben würde. Dass Rn auch hier keinen sta­
tionären Punkt haben kann, sieht man ganz wie im ersten Fall.

Die Sätze (18), (19) sind nun vollständig bewiesen.
Alles, was wir bis jetzt in dieser Arbeit gesagt haben, ist von dem algebraischen 

Charakter der Kurven unabhängig. Jetzt wollen wir uns bis weiter an den alge­
braischen Gebilden halten, und in diesem Fall die Existenz der oben genannten 
Kurven vom Maximalindex darthun. Wir werden dabei eine Kurve Rn als Schnitt­
kurve einer Regelfläche zweiter Ordnung und einer Kegelfläche auffassen. Das 
Centrum der letzteren liegt auf der Regelfläche und deren Spur ist eine der im 
vorigen betrachteten Kurven Cn_1. Diese sind Kurven (n—l)-ter Ordnung und 
haben in einem Punkt Feinen mehrfachen Punkt der (n— 2)-ten oder der (n — 3)-ten 
Ordnung jenachdem wir eine Kurve Rn der ersten oder der zweiten Gattung in 
Betracht ziehen. Die besondere Eigenschaft, die man noch von den Kurven Cn_1 
zu verlangen hat, ist die, dass sie keine Doppeltangenten haben müssen. Aber aus 
den Entwickelungen in § 3 folgt, dass die Zerlegung einer Cn_1 in Pseudozweige 
dritter oder zweiter Ordnung sich durchführen lässt, wenn nur die Existenz eines 
solchen Punktes G feststeht, dass aus G keine ausserhalb G berührende Tan­
genten gehen.

Betrachten wir nun erst die Kurven erster Gattung. Hier hat man für n = 3 
schon eine gesuchte Kurve Cnl in einem Kegelschnitt. Denken wir nun, wir haben 
schon eine Kurve (n — l)-ter Ordnung mit den gewünschten Eigenschaften. Die­
selbe hat einen (n — 2)-fachen Punkt F, und es existiert ein Punkt G ausserhalb 
der Kurve, aus dem keine Tangenten an Cn_1 gehen. Aus dieser Kurve können 
wir durch eine Transformation eine Kurve n-ter Ordnung mit denselben Eigen­
schaften ableiten: Man braucht nämlich nur eine involutorische kvadratische Trans-
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formation erster Art1) zu applizieren, deren Hauptpunkte F, G und ein beliebiger 
ausserhalb Cn 1 gewählter Punkt sind.

Die Projektion einer Kurve Rn zweiter Gattung aus einem Punkt der Kurve 
hat man für n = 3 in einer beliebigen ebenen Kurve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt, indem man F in dem unpaaren Pseudozweig und G in dem Oval der 
Kurve wählt. Hat man nun eine Kurve Cn_1 mit den genannten Eigenschaften, 
dann existiert auf der Kurve ein Punkt G, aus dem keine ausserhalb G berührende 
Tangenten gehen. Transformiert man diese Kurve durch eine involutoriske kva- 
dratische Transformation ganz wie im ersten Fall, dann erhält man eine Kurve 
zi-ter Ordnung mit den gewünschten Eigenschaften.

Ist nun P ein beliebiger Punkt im Raume, und legt man eine Regellläche 
zweiter Ordnung durch PF und PG, wird diese von der Kegelfläche (P C'11) in 
einer Kurve n-ter Ordnung vom Maximalindex.

Offenbar erhält man so jede solche Kurve auf einer Regelfläche zweiter Ordnung.
Wenn man eine auf einer Regel fläche liegende algebraische Kurve vom 

Maximalindex hat, dann kann man offenbar aus ihr eine nicht analytische vom 
Maximalindex ableiten. Man braucht nur einen Elementarbogen a der algebraischen 
Kurve durch einen ganz beliebigen auf liegenden und dem Restbogen ß sich an­
schmiegenden Rogen a' zu ersetzen, wobei man nur zu beobachten hat, dass keine 
Tangente an a' eine Tangente an a oder an ß schneidet. Weil eine Tangente an 
a und eine an ß einander nicht schneiden, ist diese Bedingung leicht zu befriedigen.

Es existieren also sicher auch nicht analytische Kurven 7?" n-ter Ordnung vom 
Maximalindex auf einer Regelfläche zweiter Ordnung.

Besonderes Interesse knüpft sich an die analytischen Kurven 7F, die nicht 
algebraisch sind. Hier sind doch die Schwierigkeiten der Herstellung grösser, und 
nur für n = 3 und n = 4 kommt man leicht durch. Für n = 3 hat man ein Oval 
zu finden, das von jedem durch einen Punkt F des Ovales und einen Punkt G aus­
serhalb desselben gehenden Kegelschnittes äusser in F naeh höchstens in drei 
Punkten geschnitten wird. Ein solches Oval erhält man aber mittelst eines ellip­
tisch gekrümmtes Oval. Ein solches hat mit jedem Kegelschnitt, der durch einen 
unendlich fernen Punkt geht, höchstens vier Punkte gemein. Durch eine lineare und 
duale Transformation derselben erhält man also eine Kurve zweiter Ordnung, die mit 
jedem durch einen inneren Punkt der Kurve gehenden Kegelschnitt höchstens vier 
Tangenten und also auch höchstens vier Punkte gemein hat. Aus diesem Oval er­
hält man die Kurve C3, welche zur Herstellung der Raumkurven 7F zu benutzen 
sind, mittelst den oben genannten kvadratischen Transformationen, aber ohne neue 
Ansätze kann man nicht weiter kommen.

1) d. h. eine kvadratische Transformation, wo jedem Hauptpunkt die gegenüberliegende Seite des 
Hauptdreiecks entspricht.
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